PROPOSTA DE RESOLUCAO DO EXAME NACIONAL DE MATEMATICA B
12° Ano — Prova 735 — 22Fase - 2006
(Esta proposta de correccao também pode ser consultada em www.apm.pt)

1.1
1.1.1
N°. de alunos
Classificagdo | Matematica | Informatica Matematica ‘ Informatica

16 6 13 T =18 z=18
17 11 11 o=1,2 c=16
18 17 3
19 9 9
20 7 14

Total 50 50

Confirma-se que as médias das classificacoes as duas disciplinas sao iguais e os desvios padrao
sao diferentes.

1.1.2 Em Matemética a maioria dos alunos tem classificagao igual ao valor médio (18) ou préximo
deste (17 ou 19), enquanto que em Informdtica se verifica que a maioria das classificagoes sao
mais afastadas do valor médio (16 ou 20). Logo, o Pedro concluiu que o desvio padrao das
classificagoes em Informética é maior.

1.2. Dos 14 alunos que obtiveram 20 a Informética, 7 obtiveram, também, 20 a Matematica.
H4 16 (9 + 7) alunos com classificacdo maior ou igual a 19 valores na disciplina de Matemadtica.
Escolhendo um destes alunos ao acaso, a probabilidade de ter 20 nas duas disciplinas é entao
7

p:TG'

2.1

2.1.1 Numero de paginas lidas pela Ana no dia n:

n dias.

n aﬂ,

111 DX 2 A sucessao (a,) é uma progressao geométrica de razao 2, pelo que a soma
2|2 dos n primeiros termos é dada pela expressao:

3|4

418 1-27 1-2" n

5116 Sn:1-1_2: | =2" — 1.

T'L 2',1—1 Esta expressao representa o nimero de paginas que a Ana ja leu ao fim de



Numero de paginas lidas pela Fatima no dia n:

i.L
113 D 42 A sucessao (fp) é uma progressao aritmética de razao 2, pelo que a soma
215 dos n primeiros termos, numero de paginas lidas pela Fatima ao fim de n
i ; dias, é dada pela expressao:
5]11 3+2 1 442
. Sn:¥xn: +2n><n:(2+n)n:2n+n2.
ni2n+1
2.1.2
an Ean f'l?, zfn,
1 1 3 3
2 3 5 8
4 7 7 15
8 15 9

. 24
v | @ | v e
3 | @

A Ana demorou 8 dias a ler o livro; a Fatima demorou 15 dias (mais 7 dias do que a Ana).
Assim, como a Ana acabou a 18 de Abril, a Fatima terd terminado no dia 25 de Abril (18 4 7).
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2.2 Numero de paginas em que o ntimero comeca pelo algarismo 2:

2
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10 péaginas L 56 paginas
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Existem, entao, 66 paginas nas condigoes pretendidas. A probabilidade é

66
= — ~ 0, 26.
P= 555 7

R.: A probabilidade pedida é 26%.

3.1
3.1.1

1254 1254 1254

NO = Fam —aeom0 VO = g% VO = 55

< N(0) = A.

Verifica-se, assim, que o niimero de aves existente no instante inicial é A.

3.2 Ao fim de 5 anos existem mais 23 (80 — 57) aves do que no instante inicial. Assim, N(5) = A + 23,

ou seja,

125A 125A
=A+23 = A+ 23.
At (125 _A)e 025 TR T M5 a1 0T




Inserindo no editor de fungoes da calculadora as funcoes

1252

Y =
LT I ¥ (%5 —a) xe !

e Yo =x+23

e procurando as coordenadas do ponto de interseccao, obtém-se x ~ 21:

W1=1200+Cn+ 01 25—Kxa™
R

IZECT
n=c0.53991189 Y=y3.539391189

R..: Estima-se que o nimero de aves existentes no instante inicial era 21.
2 (Outra resolugao.)
80 — 57 = 23. Entao, N(5) — N(0) = 23.
Como A é um nimero inteiro positivo e menor que 25, temos um numero finito de possiveis solucoes,
pelo que poderemos resolver o problema por tentativa e erro.

Se A = 24 entao,
125 x 24

(24 4 101)e—02¢

N(t) =
e na tabela observa-se

t| N

0|24

5149,1 resultando N(5) — N(0) = 25, 1.
Para outros valores de A obtém-se os resultados:

A=23 A=22 A=21 A=20
t| N

0123 O 22 O 21 O 20
5 47,5324’5 5 459D 239 5 4432@ 5142, 6322’6

R.: Atendendo a que existe uma unica solucao (de acordo com o enunciado), A = 21 parece ser o
valor que melhor traduz esta situagao.

4.1
4.1.1 0 < didametro da esfera < 2 logo,
0 < raio da esfera < 1.
R.: |0,1[.
4.1.2 A
Volume da esfera de raio x: gmc?’.

Aresta do cubo: a =2 — 2z



Volume do cubo: (2 — 2x)?
4 3 3
Volume da escultura: 3T +(2-22)° =V(x).

Falta, agora, mostrar que esta expressao € equivalente a do enunciado. Podemos fazé-lo recor-
rendo a calculadora ou analiticamente.
Introduzindo na calculadora, editor de funcoes, as expressoes

4 4 — 24
Y1:§Wx3+(2—2x)3 e YQZ(WS >:1:3+24x2—24x—|—8,

verifica-se a sobreposicao dos dois graficos. Utilizando o cursor podemos confirmar a igualdade
das coordenadas de varios pontos das duas funcoes.

et BN et L e R Ya=idm=2d 0+ nE T3+ 2 RE

I I
n=0.d ¥=U. 129510322 n=0.2 ¥=U. 129510322

A mesma igualdade também pode ser observada recorrendo a uma tabela com alguns valores:

Def. Lakbela
Y 3 Yl va

O.| 5.B361 5.B3E
W%— BT U. 1295 Y. 1285
f 0.3 2.B51 2.851

Ster ;El.l D.U 1.996 1.949E

A,z
[FORM [P [ECIT lG-CoH[G-FLT

Duas fungoes cubicas que coincidem em, pelo menos 4 pontos sao idénticas. Assim, o volume da
escultura pode ser definido pela expressao dada no enunciado.

Resolugao analitica.

4 4 .
Vix) = gmv?’ + (8 — 24z + 242° — 823) & V(z) = (37r - 8) 23 2427 — 24+ 8 &

4 — 24

< Vi) = ( )x3+24x224x+8.

Como se queria mostrar.
Cadlculos auxiliares.

(2 —22)3 = (2 —22)%(2 — 22) = (4 — 8z + 42°%)(2 — 22) =
=8 — 8x — 16z + 162% + 822 — 82° = 8 — 24z + 242% — 823,



4.1.3 Pela visualizagao do grafico da fungao volume confirmamos que existe um minimo igual a 1,41,
para x = 0,58. Assim, o volume da escultura é minimo se o raio da esfera for = 0, 58 metros e a
aresta do cubo igual a 0,84 metros (2 — 2 x 0, 58).

Ya=Cdm—24 2 F3HE A2 RE

I MIk=
n=0.5801805996 Y=1.U099BEGEH

4.2
raio da esfera = 0, bm;
aresta do cubo = 1m;
rea da superficie esférica = 47 - (0,5)% ~ 3, 142m?;
area das cinco faces do cubo =5 x 1 = 5m?;
area total = 8,142m?
1 lata — 2, 5m?;
2 latas — 5m?;
3 latas — 7,5m? (insuficiente);
4 latas — 10m?;
R.: Serd necessario comprar 4 latas de tinta.

5.1 A distancia minima da Terra ao Sol verifica-se no periélio, para x = 0. Esta distancia é igual a
d =149,6(1 — 0,0167cos0) ~ 147, 1 milhoes de quilémetros.
A distancia maxima da Terra ao Sol verifica-se para x = 7, por observagao da figura, e é dada por
d =149,6(1 — 0,0167cos ) ~ 152, 1 milhoes de quilémetros.
Podemos também obter estes valores graficamente:

Yi=ld9.60l-.AleTcos K Yi=149.601-.816Tcos »

MAn
n=3. 14159 ¥=152. 09832 n=0 ¥=1U1. 10168

5.2

5.2.1 Para x = 7, tem-se

ot ot T
%:7r—0,0167sen7r<:)%:7r<:)27rt:7rT<:>2t:T<:>t:§.

A Terra demora metade de um ano (365,24/2) a descrever metade da 6rbita.



5.2.2

t = 0———>4 Janeiro

|

t = 41 =— 14 Fevereiro

x =7
2 41
37(;; 57 =@~ 0,0167sena
Considerando
21 x 41
1=x—0,0167senz e 2 365.24

pretende-se determinar a intersec¢ao dos dois graficos.

Yl=g-.dBle7=sin_ &
Ya=dnxd1+365. 29

[ IZECT
¥=0.1IE283ET1  ¥=0."053 16668

Obtém-se x ~ 0,71628. Logo, d = 149,6(1 — 0,0167 - cos(0,71628)) ~ 147,7 milhdes de
quilémetros.

Calculo de d (outro processo).
Inserir a funcao d em Y3 e procurar a ordenada do ponto de abcissa x = 0, 71628.

Yi=ld3.adl-.8la7cos K

n=0. 11283611  Y¥=I1U1."156396

81,5 —85
T.m.V[2;375] = m = —2,333 OC/min
2.6 —
Tam.vyp s = % = —2,4 °C/min
Tm.vigas = 82’?7:25 = —2,4°C/min

De acordo com os valores obtidos, estima-se que a taxa de variagao instantanea da temperatura da agua
no instante ¢ = 2 possa ser —2,4 °C/min. Tendo em conta a férmula dada no enunciado e que 7'(2) = 85

e A =25,
2,4

60

—2,4=k(85—25) & —2.4=60k = k=—"— & k=—0,04.

R.: k= —-0.04.
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